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Introducere — de ce avem nevoie de limbaj formal in matematica?

Matematica este cunoscutd ca fiind singura disciplind care poate oferi demonstratii
ultime pentru realitatile pe care le descrie, rigoarea si exactitatea fiind intrinseci
demersului matematic. Demonstratiile matematice sunt vdzute ca dovezi infailibile
pentru adevir sau falsitate, matematicienii ciutind mereu demonstratii riguroase
pentru a stabili o datd pentru totdeauna validitatea sau invaliditatea afirmatiilor pe
care le studiazid. Cu toate acestea, matematica are o problemi serioasa la acest capitol:
s-a demonstrat, si incd riguros, formal, ca existd afirmatii adevirate, dar care nu pot fi
demonstrate in aceastad manierd formald, puterea limbajului matematic fiind limitatd
la descoperirea unui adevir partial. Acest rezultat, cu ecouri in conceptia modernd
despre cunoasterea stiintificd, a fost formulat de matematicianul austriac Kurt Godel

sub forma Teoremelor de incompletitudine, despre care voi vorbi in acest articol.

Pentru inceput, imi propun si prezint succint fundamentele logicii formale, cea mai
abstracta, dar si cea mai exactd parte a matematicii, un adevarat pilon pe care este
construit — intr-o manierd mai mult sau mai putin expliciti — intreg edificiul
matematic modern pe care umanitatea l-a articulat. Dat fiind ci intelegerea ideii de
demonstrabilitate riguroasi prezenti in teoremele lui Godel necesitd anumite notiuni
de logica formali, voi trece in revistd structura si functionarea acestui tip limbaj, dar si

anumite limitari pe care acesta le impune sau care intervin ulterior din folosirea lui.



Acest preambul imi va permite si discut o formi simplificati a primei teoreme de
incompletitudine a lui Gédel, care demonstreazi ci limbajul formal incepe si soviie
in momentul in care incercim si formalizim chiar si cel mai simplu sistem infinit,

cum sunt numerele naturale.

Mai intii, insd, si vedem de ce matematica are nevoie de limbaj formal. Demersul
matematic se diferentiazd de cel propriu altor stiinte prin faptul ci, in calitate de

matematician;

1. Poti defini obiecte noi, in sensul in care nu existd o clasd finitd, prestabilitd, de
obiecte cu care poti lucra. Iti poti crea propria yrealitate matematicd”, atat timp cat

demonstrezi ci poate exista.

2. Aceastd creatie nu se poate face chiar oricum. Spre exemplu, este evident pentru
oricine cd nu putem defini multimea numerelor care sunt, spre exemplu, frumoase.

Definitia este subiectivi si prea vagi pentru a fi consideratd matematica.

Exemplul ,numerelor frumoase” este unul extrem, insd, avansind in matematici,
vedem cd distinctia intre o definitie matematicd si una inacceptabild din punct de
vedere matematic este mult mai find. Sd ludm, spre exemplu, o notiune pe care mari
matematicieni, precum Leibniz, Newton si altii nu au exprimat-o riguros in lucririle
lor, anume notiunea de functie continud. Acestia au scris adevirate tratate de Analiza
Matematicia, fard a avea o definitie formald a ce inseamnd o functie continui: pentru
ei, o functie continud insemna, mai mult sau mai putin, o linie curbd neintrerupti,
desenata fird a ridica creionul de pe hartie. Exprimare pur intuitivé, care functioneazi
in cazurile simple intilnite in problemele din matematica si fizica acelor vremuri, dar

care incepe sd nu mai fie suficientd in momentul in care dorim precizie in exprimare.

De pilda, cu aceastd definitie intuitivd, e greu de crezut ci existd o linie curbi
continud care oscileazd de o infinitate de ori pe portiuni oricit de mici — un fel de

zigzag oricat de fin, ca in imaginea de mai jos:
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Functie continud cu o infinitate de oscilatii

Cu toate acestea, aplicarea definitiei formale a functiei continue, introdusi la
inceputul secolului al XIX-lea de citre Augustin Louis Cauchy, permite demonstrarea

existentei unor astfel de curbe continue neobisnuite.

Astfel de cazuri care stau la limita intuitiei ilustreazd necesitatea logicii formale, ce
reprezintd un sistem bine determinat de combinatii de simboluri admisibile. Aceste
combinatii poartd numele de formule logice si sunt singurele entititi pe care ne dim
voie sd le utilizdm in definirea conceptelor matematice si a exprimdrii relatiilor dintre

elel.

Inainte de a intra efectiv in studiul acestor formule, trebuie si subliniez meritul unor
personalitati renumite din matematicd, precum David Hilbert si Bertrand Russel,
care au contribuit decisiv la implementarea sistemului logicii formale. La inceputul
secolului al XX-lea, David Hilbert propune un program de formalizare absoluti a
intregii matematici cunoscute pand la acea vreme, evidentiind necesitatea unei
abordiri riguroase prin formule clare, cu metode de deductie bine stabilite. Acesta

visa la o matematica sprijinitd temeinic pe sisteme de axiome ce nu se contrazic



reciproc si care pot demonstra adevirul sau falsitatea oricirei afirmatii formalizate in
limbajul lor. Urmand aceeasi linie de gandire ca David Hilbert, Bertrand Russel scrie,
impreund cu Alfred North Whitehead, o monumentald lucrare in trei volume
intitulatd Principia Mathematica (1910 — 1913), in care, printre altele, di formi
imbajului logicii matematice si metodelor de demonstratie extrem de riguroase, pe
baza cirora matematicienii vor incerca ulterior si facd din dorinta lui David Hilbert o

realitate.

Dupid cum vom vedea, insd, acestd dorintd a rimas doar un vis, spulberat de citre
Kurt Goédel céteva decenii mai tirziu, in 1931, prin Teoremele de incompletitudine,
acestea demonstrind - riguros, in logica formald introdusi in ,Principia
Mathematica” — faptul cd demersul de a axiomatiza matematica intr-o manierd

completd nu este posibil nici micar in cazul aparent simplu al numerelor naturale.

Limbajul formal

Vom trece acum la prezentarea pe scurt a modului efectiv in care opereazi logica
formald. Avem de a face cu un limbaj compus din anumite simboluri admisibile —
functia lor nu diferd foarte mult de cea a literelor alfabetului, ce creeazi cuvintele si
propozitiile limbajului natural. In prezentarea noastrd, vom folosi urmitoarele

simboluri:
()"AV=&Vd=

pe langd litere ce vor exprima numere naturale oarecare. Simbolurile de mai sus
reprezinti (In ordine) paranteze, semnul de negatie, SI, SAU, implicatie, echivalenti,
cuantificatorul universal (tradus prin ,pentru orice”), cuantificatorul existential
(nexistd”) si semnul egal. Aceste simboluri sunt combinate intr-o manierd clar

stabilitd, pentru a crea formule ce au sens din punct de vedere logic.
Un exemplu de formuli scrisi in acest limbaj este:

T Ny,
ce se traduce ,x SI y”. Un alt exemplu, ceva mai elaborat, ar putea fi

(Ve)(z =y Ve =C),



adicd, ,orice x este egal cu y sau este egal cu C”. Trebuie remarcat, insi, ci anumite

expresii formate cu aceste simboluri nu pot avea sens. Spre exemplu,
T AV =

s-ar traduce prin ,x SI SAU EGAL”, ceea ce evident nu exprimi nimic inteligibil.

Demonstratii si demonstrabilitate

Pand acum ne-am preocupat de structura limbajului logic. Vom vedea in ceea ce
urmeaza cum putem pune in aplicare formalismul introdus mai sus pentru a face cel
mai riguros — dar si cel mai abstract — tip de demonstratii matematice: demonstratiile

formale.

Pentru inceput, considerdm o colectie de formule, numite axiome, care sunt punctul
de plecare al oricdrei demonstratii. Acestea cuantifici proprietiti logice de bazi, ce
provin dintr-o evidentd intuitivd. Un prim exemplu de axiomia exprima faptul absolut
evident conform ciruia, dacd doud formule sunt adevirate, atunci prima formula este

adevirati. Formal, aceasta se scrie
F= (G=F),
unde F si G pot fi orice formule (valide).

Pani aici nu putem vorbi despre demonstratii, dat fiind cd nu avem o reguld de
generare a unor noi formule adevirate, pe baza axiomelor. Avem nevoie de asa
numitele reguli de deductie, care, la fel ca axiomele, ilustreaza intuitii logice primare.
Dintre cele doud reguli de deductie din logica formald, o voi ilustra pe cea numitd
Modus Ponens. Intuitiv, daci o formuli este adeviratd, iar alti formuli este o

consecinti a celei dintai, atunci a doua formuli este adeviratd. Formal, avem:
Din F'si (F = G) adevirate, deducem G adevirati

A demonstra ci o formuli? este adevirati revine la a gasi un sir finit de formule ce se
incheie cu formula de demonstrat, astfel incat fiecare dintre componentele insiruirii
ori este o axiomd, ori poate fi generatd printr-un procedeu de deductie permis,

pornind de la formule ce existd deja in sir. Cu alte cuvinte, sirul trebuie si conserve,



din aproape in aproape, adevirul formulelor, fie prin faptul ci axiomele sunt
adevirate, fie prin faptul cd regulile de deductie conduc la formule noi ce sunt

adevirate.

Concluzie partiala

Panid acum, am prezentat ce inseamni ca o formuld si fie demonstrabild formal,
pornind de la un sistem de axiome prestabilit. In continuare, mi voi concentra pe
axiomatizarea numerelor naturale, incheind expunerea cu o formi simplificati a
primei teoreme de incompletitudine a lui Kurt Goédel, ce afirmid incapacitatea
demonstratiei formale de a surprinde toate adevirurile privitoare la multimea

numerelor naturale.

Axiomatizarea numerelor naturale — Axiomele lui Peano

Pentru a putea intelege la ce se referd exact Teoremele de incompletitudine ale lui
Godel, este nevoie, mai intai, sd vedem care sunt proprietitile esentiale pe care le au
numerele naturale, proprietiti pe care vrem si le ilustrim atunci cdnd descriem
numerele naturale in limbaj formal. Cea mai cunoscuti astfel de axiomatizare a fost

introdusi in secolul al XIX-lea de citre matematicianul italian Giuseppe Peano.

In sistemul de axiome al lui Peano, un rol important il joacd ideea de succesor. Fiecare
numir natural admite in mod evident un numir imediat mai mare decit el: succesorul
lui O este 1, al lui 1 este 2 si asa mai departe. Singurul numar natural care nu este
succesorul unui alt numir natural este 0. Prima axiomi a lui Peano afirmi ci un
numdr nu poate fi succesorul a doud numere naturale diferite. Urmatoarele axiome
cuantifici proprietitile de bazd ale adunirii, inmultirii, ridicirii la putere si a
ordondrii multimii numerelor naturale, care sunt evidente din punct de vedere

intuitiv.

In final, un loc aparte in Axiomatica Peano il are principiul inductiei, ce permite
demonstrarea proprietitilor referitoare la numerele naturale din aproape in aproape.
Si luim, doar in scopuri ilustrative, o proprietate fictivi F(n): ,numirul n este

albastru”. Atunci, este la nivelul evidentei faptul ci, daci stim ci:



I) numirul O este albastru si
IT) in momentul in care un numdr este albastru, atunci si succesorul lui este albastru,

atunci toate numerele vor fi albastre. De ce? Rationamentul decurge in felul urmitor:
stim ci O este albastru, deci, din proprietatea II), numirul 1 va fi albastru, fiind
succesorul lui 0. In acelasi mod, obtinem ci 2 este albastru, apoi 3 si asa mai departe,

pani cand obtinem ci toate numerele naturale sunt albastre.
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Principiul inductiei

Formal, putem exprima acest procedeu in urmitorul fel: Pentru orice formuli F(n) ce

3, urmitoarea afirmatie este o axiomi: Daci

se referd la un numir natural n oarecare
F(0) e adevirati si, pentru orice numir n, F(n+1) este o consecinti a lui F(n), atunci
F este valabild pentru toate numerele naturale. La o prima vedere, avem de-a face cu
aplicarea succesivi a regulii de deductie Modus Ponens. Totusi, dat fiind cid orice
demonstratie formali trebuie sd aibd un numir finit de pasi, nu putem proceda direct
prin Modus Ponens, ci avem nevoie sd introducem schema de axiome a inductiei,

formalizati astfel:
F(0)A (Vn)(F(n) = F(n+1)) = (Vn)(F(n)).

Remarcim ceva esential: limbajul formal pe care tocmai l-am introdus nu ne permite
sd scriem in simboluri urmadtoarea cuantificare: ,pentru orice formula F are loc o
proprietate”. Limbajul formal este astfel construit incit singurele obiecte dupa care
putem cuantifica sunt cele la care se referd acesta, adicd numerele naturale
(exprimarea ,orice numir natural satisface anumiti proprietate” este singura utilizare
permisi a cuantificatorului universal). Mai exact, (VF) nu este o expresie formali

validd, deoarece limbajul nu opereazd pe multimea formulelor, pe cind exprimarea



(Vn) este validd. Prin urmare, in cazul principiului inductiei enuntat mai sus avem de
a face cu o schemi de axiome, ce genereazi o axiomi distinctd pentru fiecare formula

particulari F(n). In niciun caz, nu putem scrie:
(VF)(F(0) A (Vn)(F(n) = F(n + 1)) = (Vn)(F(n))),

dat fiind cd limbajul formal nu ne permite prima cunatificare. Pe parcursul sectiunilor
urmdtoare, vom vedea modalitatea prin care Kurt Godel a reusit si evite aceastd
constringere, in cadrul demonstratiilor Teoremelor de incompletitudine si, in
anumite circumstante particulare, si restringd schema de axiome a inductiei la o

singurd axiomd.

O varianta simplificati a primei teoreme de incompletitudine

Avand aceastd pregitire in minte, putem enunta o varianti simplificatd a primei

teoreme de incompletitudine:

Existi o formuld referitoare la numerele naturale care este

adeviratd, dar care nu poate fi demonstrati formal.

Prin demonstratie formali intelegem un sir finit de formule adevirate, ce porneste de
la un sistem de axiome dat. Teoremi de incompletitudine de mai sus este adeviratd in
orice sistem de axiome in care avem proprietatile de bazid ale operatiilor cu numere
naturale si avem principiul inductiei, adici i d i 4 includ
, principiul inductiei, adici un sistem de axiome® care include
Axiomele lui Peano. Ce inseami acest lucru? Dacid dorim si formalizim aritmetica
numerelor naturale aga cum o cunoagtem (si asa cum o folosim in permanenti),
suntem condamnati la a avea adeviruri ce nu pot fi demonstrate formal, adica avem

un sistem incomplet de cunoastere.

Din culisele demonstragiei

Una dintre cele mai ingenioase pirti din demonstratia Teoremelor de
incompletitudine este modalitatea prin care Kurt Godel reuseste sd treacd peste
limitdrile impusd de limbajul formal, anume imposibilitatea de a cuantifica dupi
formule si imposibilitatea de a exprima demonstrabilitatea printr-o formuli. Asa cum

am vizut in sectiunea despre inductie, putem scrie formal ,orice numir natural are o



proprietate”, dar nu si ,orice formuld satisface o anumitd proprietate”. Ideea
ingenioasd a lui Godel a fost aceea de a atribui fiecirui simbol cite un numair natural,
apoi, prin alipirea acestor numere, fiecirei formule i se va asocia un unic numir
natural. In final, orice sir finit de formule va avea atribuit un numir natural. De pild3,

sd pornim de la urmitoarea atribuire:
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Atunci formula

(Va)(z = y)

va avea numdirul Goédel 164214352, obtinut prin alipirea numerelor asociate

simbolurilor (:omponente5

. Cuantificarea dupd formule devine sinonimi cu
cuantificarea dupi numere naturale, ce e posibild in limbajul logicii formale. Astfel,

schema de axiome a inductiei devine o singurd axioma.

Mai mult, orice sir de formule ce formeazid o demonstratie formald poate fi acum
exprimat printr-un numir Goédel®, conducind — dupi o demonstratie destul de
complexd — la exprimarea demonstrabilitatii printr-o formuld. Mai precis, Godel a
aratat cd existd o formuld Dem(n) care este adevirata dacd si numai dacd n este
numirul Godel asociat unei formule demonstrabile formal. Prin urmare,
demonstrabilitatea — care este o proprietate structurald, privitoare la existenta unui sir

de formule cu anumite proprietati — este complet caracterizatd de o formula precisa.

Un rezultat complementar, ce se afld in strinsi legiturd cu demonstratia Teoremelor
de incompletitudine, se referd la exprimarea adevirului prin expresii formale.
Cunoscut sub numele de Teorema lui Tarski, acesta afirmi ci nu existi nicio formuld

Adev(n) asttel incit Adev(n) este adevirati dacd si numai dacd n este numirul Godel



asociat unei formule adevirate referitoare la numerele naturale. Prin urmare, este
demonstrat riguros faptul cd, spre deosebire de demonstrabilitate, adevirul nu poate fi

cuprins intr-o exprimare formali.

Concluzie

Faptul ci existd proprietiti referitoare la cele mai simple obiecte matematice —
numerele naturale — care sunt adevirate, dar nu sunt demonstrabile, ne arati o dati
pentru totdeauna capacitatea limitatd a ratiunii umane, ce opereazd secvential, in
cunoasterea legatd de sisteme infinite. Deductiile logice au un rol foarte important in
dezvoltarea riguroasi a matematicii, dar este imposibil ca aceastd contributie sd fie
una ultimd. Ramane deschisa intrebarea dacd putem ajunge cumva la cunoasterea
acestor adeviaruri care nu ne sunt accesibile prin gandirea formali, iar, daci rdspunsul
este afirmativ, riman de descoperit modalititile prin care putem transcende aceastd

barierd a secventialitatii, spre o viziune de ansamblu asupra adevirului.

NOTE

1. O idee despre ce inseamnd, in primi instantd, aceastd formalizare poate fi gisitd
si in articolul meu despre intuitie in matematicd: De ce trebuie sd fii om ca si faci
matematica? (https://www.syntopic.ro/de-ce-trebuie-sa-fii-om-ca-sa-faci-
matematica/) 1

2. Riguros vorbind, nu putem aplica notiunile de valoare de adevir oricaror
formule, ci doar acelora care nu au asa-numite wvariabile libere. In limbaj colocvial,
formula F=,x este numir par” are o variabild liberd, anume x, deoarece formula
afirmi ceva despre x, o proprietate a lui x. Pe de alti parte, formula G=,orice
numir natural x este par sau este mai mare decit 0” nu vorbeste despre un x
particular, ci vorbeste, de fapt, despre toate numerele naturale, variabila x din
formula G fiind doar o notatie pentru un numir natural oarecare. Putem vedea clar
ci a doua formuli consideratd (anume G) este adeviratd, pe cind valoarea de
adevir a formulei F depinde de alegerea lui x, fiind falsd pentru x=3 si adevirata
pentru x=2. 1

3. Adici n este singura variabild liberd din F. 1


https://www.syntopic.ro/de-ce-trebuie-sa-fii-om-ca-sa-faci-matematica/

4. (Recomand ca acestd notd si fie cititi dupd parcurgerea intregului articol)
Sistemele de axiome pentru care este valabili Teorema de incompletitudine
(varianta simplificatd) nu pot fi oricit de generale, deoarece astfel am putea ajunge
in situatia de a crea un sistem ce contine ca axiome toate formulele adevirate
referitoare la numerele naturale. Acest lucru nu este, insi, posibil, atita vreme cit
ne impunem ca sistemele de axiome si fie descrise intr-o maniera algoritmicd. Mai
precis, in limbajul ultimei sectiuni a acestui articol, sistemul de axiome trebuie s
fie descriptibil printr-o formuld Ax(7), ce este adeviratd dacd si numai dacd n este
numirul Godel al unei axiome. In aceeasi ultimd sectiune, am vizut cd principiul
inductiei satisface aceastd cerintd, putind fi descris printr-o singurd formuld, dar
multimea tuturor formulelor adevirate nu poate fi descrisa printr-o formul,
conform Teoremei lui Tarski. Mai mult, addugarea unui numdr finit de axiome
unui sistem nu altereazd proprietatea acestuia de a fi descriptibil intr-o maniera
algoritmici. 1

5. De fapt, avand in vedere cd putem avea formule cu un numadr oricit de mare de
variabile, nu doar doui: x si y, procedim in felul urmitor: consideram variabilele ca
formand un sir xi, 9, 3. .., iar pentru fiecare variabild x, asociem un numir
Godel format de numirul asociat simbolului x (adici 4) urmat de un alt numir,
neasociat niciunui simbol, spre exemplu 7. Astfel, numirul Gédel al variabilei z3
va 147771

6. Formulele din sir vor fi separate printr-un alt numdr (de pildi, 8), ce marcheazi

trecerea de 1a o formuli la urmitoarea. 1

Le multumesc colegilor mei Andrei Cataron si Horatiu Cheval de la Facultatea de
Matematica si Informaticd, Universitatea din Bucuresti, pentru sugestille privind

continutul articolului.
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