Ce ne spune statistica despre relevanta datelor statistice?
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In acest articol, voi prezenta unul dintre cele mai intilnite instrumente folosite in
studiile stiintifice, atit in domeniul stiintelor naturii, cit mai ales in cele sociale. Este
vorba despre verificarea ipotezelor din punct de vedere statistic, abordand in mod
special acei indicatori care fac diferentierea dintre un rezultat valid si unul
neconcludent din punct de vedere statistic. Dat fiind ci manipularea rezultatelor
studiilor statistice este una dintre preocupdrile principale ale promotorilor curentelor
scientiste, consider cd o cunoastere a notiunilor de bazd despre relevanta statisticd

constituie una dintre modalititile eficace prin care ne putem feri de falsa ,stiinta”.

Voi incepe cu o situatie familiard tuturor, aceea a statisticilor medicale cu privire la
pandemie. Un exemplu simplist (si fictiv) este urmitorul: dorim si studiem daci
vaccinarea scade riscul imbolnavirii cu COVID-19. Cum procedim? Alegem 2000 de
persoane, apartinand grupei de vérstd pe care dorim si o studiem, 1000 dintre ele
fiind vaccinate si 1000 nevaccinate. Efectuim teste zilnice si, la sfarsitul unei perioade
de, sd zicem, doud sdptimini, numdrdm cazurile pozitive din fiecare grup. Pand aici
totul este destul de clar. Partea delicatd, care abia acum urmeazd, este interpretarea
rezultatelor. Si presupunem cd in grupul de persoane nevaccinate avem 300 de
imbolnaviri, iar in cel de persoane vaccinate avem 298 de imbolniviri. Este destul de
limpede ci rezultatul nu are cum si fie relevant, deoarece este evident o intimplare

faptul cid avem cu doud persoane bolnave mai putin in cel de-al doilea grup. Prin



urmare, acest studiu nu valideazi ipoteza ,,Vaccinarea reduce cazurile de imbolnavire”.
Pe de altd parte, dacd am avea 300 de persoane bolnave in primul grup si numai 5
persoane bolnave in cel de-al doilea, putem, cu destuli incredere, si tragem concluzia

ci vaccinarea scade riscul de imbolnivire.

Exemplul de mai sus este unul extrem, in care concluzia se vede cu ochiul liber.
Totusi, am vrea si cuantificim intr-un fel sau altul gradul de relevanti pe care un
astfel de studiu il are in validarea unei anumite ipoteze. Spre exemplu, ce am fi putut
spune dacd in cel de-al doilea grup ar fi fost 270 de bolnavi? Care ar fi atunci
probabilitatea sa ne fi inselat afirmind cd vaccinarea reduce riscul de imbolnavire?
Pentru a rdspunde, vom pitrunde in teoria matematicd a probabilititilor, ficind
cunostintd cu distributiile de probabilitate si cu notiunile de medie si deviatie
standard. Toate acestea ne vor conduce la calcularea asa-numitelor valori Z si p
asociate unui astfel de studiu statistic, cantititi ce cunatificd gradul de relevanti al

experimentului pentru validarea ipotezei studiate.

Distributii de probabilitate

Nu toate fenomenele aleatorii din lumea inconjuritoare au acelasi comportament. De
pildd, aruncind o monedi, probabilitatea ca si apard una dintre fete este egald cu
probabilitatea sd obtinem fata opusd. Pe de altd parte, probabilitatea si petrecem mai
putin de o ord in sala de asteptare de la medic este considerabil mai mare fata de
probabilitatea de a petrece intre 7 si 8 ore. Astfel, vedem ci distributia probabilistici a
acestor fenomene e diferitd, fapt care i-a condus pe matematicieni si defineasci asa
numitele distributii a probabilitatii. Stiu, sund foarte complicat, dar totul se poate

explica imediat cu ajutorul figurii de mai jos:
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Figura 1 — grafic distributie normald cu media 170

Graficul acesta reprezinti (din nou, datele sunt fictive) distributia indltimii intr-o
populatie. Aria suprafetei marcate cu galben (avind coordonatele orizontale intre 165
si 175) reprezinti probabilitatea ca, alegind in mod arbitrar o persoani din populatie,
aceasta si aibd indltimea intre 165 cm si 175 cm. Portiunea rosie (cu coordonate intre
210 si 220) corespunde probabilititii ca persoana si aibid intre 210 cm si 220 cm.
Dupid cum se poate vedea, aceastd a doua probabilitate este mult mai mica decat
prima, ceea ce este de asteptat. In fine, aria totali — marcati cu albastru — este
intotdeauna 1 (deci, maximd — 100%) , adicd probabilitatea ca iniltimea persoanei

alese si aiba orice valoare.

Aceastd distributie se numeste distributie normald, ea fiind un model bun pentru
caracteristici ce sunt influentate de foarte multi factori si care variazd in jurul unei
valori medii, cum ar fi indltimea sau greutatea multor indivizi de acelasi sex si de
aceeasi varstd. Un alt exemplu de valori distribuite normal sunt misuritorile repetate
— cu un anumit grad inevitabil de imprecizie — ale aceluiasi obiect sau fenomen din

fizica.

Urmitoarea intrebare pe care ne-o putem pune se referd la indltimea ,omului generic”
din aceastd populatie, sau, cu alte cuvinte, care e cea mai intalnitd indltime. Rispunsul
este usor de intuit in acest caz, fiind dat de valorarea indltimii ce corespunde véarfului
graficului, anume 170 cm. Prin urmare, este cel mai probabil sd gisim persoane cu
inaltimea in jurul valorii de 170 cm. Aceastd valoare reprezintd media sau valoarea

asteptatd (in englezd expected value) a distributiei normale studiate.



Graficul de mai jos descrie distributia timpului de asteptare la medic, situatie despre
care discutam mai sus. Este clar cd aria galbend — corespunzitoare la 0-1 ore de
asteptare — este mult mai mare decit cea rosie, corespunzitoare la 7-8 ore. Aceastd
distributie de probabilitate, numiti distributie exponentiald, corespunde mai bine

intuitiei cu privire la timpul de asteptare decat distributia normalid de mai sus.
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Figura 2 — grafic distributie exponentiald

Deviatia standard

In continuare, dorim si studiem gradul de impristiere al valorilor unui proces aleator
in jurul mediei. Cantitatea care cuantifici aceastad impristiere se numeste deviatie
standard. Spre exemplu, in cazul distributiei normale a indltimii din Figura 1, cu cét
deviatia standard este mai micd, cu atdt mai concentrate vor fi valorile in jurul mediei,

adicd foarte multi indivizi vor avea iniltimi apropiate de media de 170 cml.

In cele doud grafice de mai jos observim doud distributii normale cu media 170,
prima are deviatia standard mici, iar a doua are deviatia standard mai mare. Este mult
mai probabil sd intdlnim persoane inalte de aproximativ 150 cm in cel de-al doilea caz

decat in primul.
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Figura 3a — grafic distributie normalid cu medie 170 si deviatie standard mica
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Figura 3b — grafic distributie normalid cu medie 170 si deviatie standard mare

Mai meritd subliniat faptul cd o distributie normalid este pe deplin caracterizati de
media si deviatia sa standard. Media da pozitia varfului clopotului, iar deviatia

standard caracterizeazi cit de larg sau ingust este acest grafic’.

O teorema esengiali — Teorema limiti centrali

Pentru a exprima rezultatul urmdtor, este nevoie si considerdm un experiment, dupa
cum urmeaza. Nu mai suntem interesati acum de iniltimea fiecirui individ, ci media
de iniltime a unui grup de 5 persoane alese la intimplare. Este firesc faptul ci aceasta
valoare va fi tot in jurul indltimii de 170 cm, avind o oarecare distributie de
probabilitate. Tot intuitiv este si cd, cu cit dimensiunea esantionului este mai mare —
sda spunem 1000 in loc de 5 persoane — cu atit media indltimilor esantionului

aleatoriu va fi mai concentrati in jurul mediei de 170 cm. Pur si simplu, sansa ca o



indltime mare si compenseze o indltime mica in rdndul celor 1000 de indivizi este
mai mare decdt in cazul a 5 oameni. Cu notiunile de mai sus, media iniltimilor
esantionului de 1000 de persoane este distribuitdi conform unei distributii de
probabilitate cu valoarea asteptatd 170 cm si deviatia standard mai micd deciat cea

initiald (cind ne interesa iniltimea individuala).

Acestea fiind zise, putem si considerim diferenta D = (h —m) dintre media
artimeticd a inaltimilor unui esantion de 1000 de indivizi si valoarea asteptatd 170,
care, la rindul ei va fi distribuiti dupi o distributie de probabilitate de medie 0 (ne

asteptam ca, scizdnd 170 din toate indltimile, si obtinem valori concentrate in jurul

lui 0).

Un rezultat fundamental in Teoria probabilititilor, Teorema limitd centrald, afirmi
cd, pentru un esantion suficient de numeros, aceastd diferentd D este distribuita foarte
apropape de o distributie normalid cu medie O si deviatie standard mica. Fari a intra
in detalii, teorema afirmi ci, indiferent de distributia initiala, dacd numdrul de
persoane n din esantion este suficient de mare (spre exemplu 1000, in loc de 5),

cantitatea
—D
Z =+/n—,
S

unde D este diferenta de mai sus si s este deviatia standard a populatiei, este
distribuiti dupi o distributie normali de medie O si deviatie standard 13, a cirei grafic

il redim mai jos:
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Figura 4 — grafic distributie normald de medie 0 si deviatie standard 1



Cu alte cuvinte, teorema afirmi ci, dacd sunt 1000 de persoane in esantion si adunim
indltimile lor, impértim rezultatul la 1000 — pani aici avem o medie aritmeticd —
scidem 170, apoi impirtim la deviatia standard si rezultatul il inmultim cu
V1000 ~ 31.622, rezultatul ne asteptim si se afle undeva langa 0. Mai mult, spre
exemplu, probabilitatea ca acesta si fie mai mare decit 2 este destul de micd, fiind

egald cu aria verde din Figura 4.

Ce relevanti are aceastad constructie? Ea ne arati probabilitatea ca media unui
esantion sd aibd o anumiti valoare, atunci cind atit valoarea asteptatd a caracteristicii
studiate (aici, iniltimea de 170 cm) la nivel de populatie, cit si deviatia standard sunt

cunoscute.

Ne intoarcem la exemplul pandemic

Acestea fiind spuse, vrem si testim ipoteza conform cireia vaccinul are efect in ceea
ce priveste numarul de imbolnéviri, sau, mai exact, avind anumite date empirice,
vrem si stim care este probabilitatea de a ne insela cind facem aceastd afirmatie. Vom
considera esantioanele prezentate la inceputul articolului, presupunem ci lotul

nevaccinat are 300 de imbolniviri, iar lotul vaccinat are 270 de imbolniviri.

Daci lotul de test este bine ales, inseamnd ci populatia obisnuitd, cind nu este
influentati de vreun medicament sau vaccin, are probabilitatea medie de imbolnévire
de 300/1000, adica 30%. Ce ar rezulta din lipsa de efect a vaccinului asupra virusului?
Faptul ca probabilitatea medie de imbolnivire a lotului vaccinat ar fi tot 30%, adica

imbolnavirile in randul vaccinatilor sunt distribuite conform acestui grafic:
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Figura 5



Ne intereseazid acum cét de probabil este ca, intr-un esantion de 1000 de oameni care
au probabilitatea de imbolnavire presupusi de 30%, doar 270 de indivizi sa se

imbolniveascd? Media esantionului (emipirici) este deci, de 270/1000=27%.

Singurul ingredient care mai trebuie gisit pentru a putea aplica Teorema limiti
centrali este deviatia standard. Pentru a nu ingreuna expunerea, voi scrie direct

valoarea ei — egali cu 0,4582 — explicind intr-o noti* cum am ajuns la ea.

Urmaitorul pas il reprezinta calcularea valoari Z. Procedim astfel: Media esantionului
vaccinat este  27%, iar media intregii populatii este 30%. Scidem
27%-30%=-3%=-0,03. impﬁr‘,cim la.  deviatia  standard si  obtinem
-0,03/0,4582=-0,0654. Rezultatul il inmultim cu v/1000 ~ 31,622, obtinand
-2,0680.

Prin urmare, probabilitatea si ne fi ingelat (cu alte cuvinte, chiar dacd valoarea
asteptatd este 30%, noi si obtinem empiric cel mult 27%) este egald cu aria galbeni

din figura de mai jos.
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Figura 6

Dat fiind ci distributia de mai sus este cunoscuti (distributie normald cu medie O si
deviatie standard 1), aceastd arie galbeni poate fi calculati cu ajutorul programelor de
calcul numeric. Pentru simplitate, valorile acestei arii au fost deja calculate si se gisesc

in tabele precum cele de aici (https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table"
\l "Cumulative(less_than_Z)).


https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table%22%20/l%20%22Cumulative(less_than_Z)

Avand in vedere ci valoarea obtinutd de noi pentru Z este -2,068, vom privi primul
tabel (cel care studiazd valorile negative ale lui Z), pe linia -2,0 si coloana -0,06,
citind in celula respectiva valoarea 0,01970=1,97%. Prin urmare, aria galbeni din
Figura 5 este 1,97% din aria totald, ceea ce inseamni cd probabilitatea si obtinem cel
mult 270 cazuri de imbolnivire, in cazul in care vaccinul nu are efect, este de 1,97%.
Acest procent poartd numele de waloare p (engleza p-value), si, de obicei, este
considerat relevant cind este mai mic decat 5%. Mai exact, daci vaccinul nu ar avea
efect, dat fiind ca probabilitatea de a obtine 270 de cazuri din 1000 este mai mica
decat 5%, obtinem, cu destuld sigurantd din punct de vedere statistic, faptul ci

vaccinul are efect asupra virusului.

Un exercitiu util pentru cititorul interesat ar fi considerarea cazurilor in care avem 230
de imbolnaviri, respectiv 290 de imbolnéviri in randul celor vaccinati. Intrebarea care
se pune este dacd, in fiecare caz, calcularea valorilor Z si p ne permite sau nu si

afirmdm cu tirie cd vaccinul are efect asupra prevenirii bolii.

Concluzie

Articolul meu a incercat si introduci cititorul in universul uneori imbarligat al
statisticii matematice, scopul fiind ca, mai apoi, acesta sa poata intelege semnificatia
studiilor statistice pe care le citeste, in particular relevanta valorii p ce apare asociatd
multor rezultate din aceste studii. Cunoasterea instrumentelor prezentate in acest
articol constituie un bun inceput in demersul intelegerii corecte a statisticilor si, in

consecintd, a evitdrii multor opinii nefondate promovate de diverse curente scientiste.

NOTE

1. Pentru a da formula de calcul a deviatiei standard, trebuie remarcat cd, in
exemplul cu iniltimea, putem calcula, pentru fiecare individ valoarea (h — 170)2,
unde h este indltimea acelui individ, iar 170 apare ca media indltimii populatiei.
Aceste valori (h — 170)? sunt la randul lor distribuite in acord cu o distributie de
probabilitate, care are, la rindul ei, o medie ¥ (numiti varianta distributiei initiale).
Deviatia standard se calculeazi ca radicalul variantei V. 1

2. Functia de densitate a distributiei normale, al cirei grafic apare in figurile 1,3,4
(z—m)?

»? , unde m este media, iar s este deviatia

si 6, are formula f(z) = \/21_ e



standard. 1
3. Dati fiind forma functiei de distributie normali (a se vedea nota de mai sus), se

poate demonstra cd D e distribuitd normal cu medie O si deviatie standard —= daca

NG

si numai dacd Z este distribuitd normal cu medie O si deviatie standard 1. 1

4. Modelim in felul urmitor distributia imbolnavirilor: fiecare om primeste
valoarea X=1, daci e bolnavi, si valoarea X=0, daci e sdnitoasi. Numairul total de
imbolndviri este suma valorilor din esantion. Daci rata medie de imbolnavire este
30%, atunci valoarea (X —m)? este (1 —3/10)? cu probabilitate 30% — cind o
calculim pentru cineva bolnav — si (0 — 3/10)? cu probabilitate 70% — cind o
calculim pentru cineva sinidtos. Prin urmare, pentru a afla varianta, trebuie si

vedem care este media acelei distributii care ia valoarea (7/10)% cu probabilitate

30% si valoarea (3/10)? in 70% din cazuri. Media este exact
(7/10)*-3/10 + (3/10)* - 7/10 = 21/100.
Extragem radicalul din aceasta valoare si obtinem 0,4582. 1
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