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Cand, la inceputul secolului XX, David Hilbert initiazd celebrul siu program de
formalizare a matematicii, aceastd disciplina intrd intr-o noui epoci, luand un avant
imens miscarea formalistd ce dorea crearea unei matematici pur simbolice si rupte de
realitatea lumii, cu scopul de a-i spori rigoarea. Dacd, in secolele trecute,
matematicienii erau oameni care studiau diferite fenomene naturale, elaborind un
formalism impletit de multe ori cu intuitia, David Hilbert vede matematica moderna
ca pe un sistem inchis, autosuficient, care isi valideazd propriile rezultate bazindu-se
pe axiome ce pot fi, la o adicd, doar niste formule alese arbitrar, fird a avea in spate
vreo realitate. Acest curent formalist pierde din vedere exact latura umani a
matematicii, acea sclipire de gandire creativi si imaginativd ce nu poate fi imitatd de

sistemele formale, oricit de sofisticat ar fi construite.

Matematicienii — masini de calcul simbolic?

Conceptia formalistd prezentati mai sus se poate rezuma astfel: existd un set de
simboluri ce se vrea a fi manipulat, simboluri ce sunt golite de orice semnificatie.
Astfel, cifra 2 ar putea fi inlocuitd de un (2 si cifra 3 de un ) fird a altera cu nimic
discursul matematic. Apoi, existd asa-numitele axiome — insiruiri arbitrare de
simboluri fixate anterior — si anumite metode permise de manipulare a simbolurilor.
Spre exemplu, si consideram banalul 2+3=5. O operatie permisd este, de pilda,
transformarea acestei expresii in 2=5-3. Pentru un formalist, acest demers nu diferd
deloc de cel in care avem insiruirea acceptatd a priori: (&) * 2 ~ &5 si transformarea
permisi prin care T1* T, ~ T3 se poate transforma in T1~ T3 $ T, aplicabili pentru

orice simboluri sau grupe de simboluri reprezentate de T, T i T5s. In acest mod pur



formal, operatiunea fireascd prin care 2 + 3 = 5 devine 2 = 5 — 3 este analogul
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transformarii expresiei (& * 2 ~ & in (& ~ & § 2 | fird ca semnificatia intuitivd
(doud, trei obiecte etc.) sd aibd vreo relevantd. In acest context lipsit de orice intuitie,
matematicianul devine o masinirie de calcul simbolic (manipulare de simboluri dupi

anumite reguli precise).

Cum ar ariita, in aceastd paradigmai, invitarea matematicii, rezolvarea de probleme si,
mai general, intreaga cercetare matematici? In primi fazd, elevii si studentii fac
cunostintd cu simbolurile ce apar in discursul matematic, apoi cu operatiile permise ce
se pot efectua cu acestea. A doua fazi este cea a invitirii a cit mai multe succesiuni
de pasi permisi, ce conduc de la un sir de simboluri (enuntul unei probleme) la alt sir
de simboluri (solutia problemei), acest din urmi sir avind o anumiti structurd doriti.
Ultima fazd — in care se incadreazd inclusiv cercetarea la orice nivel in matematicd —
este cea a rezolvirii de probleme noi. Pentru un formalist, rezolvarea problemelor
constd in alegerea unei probleme (un sir initial de simboluri reprezentind enuntul si
un sir final de simboluri reprezentind forma scontatd a solutiei), apoi parcurgerea
mentald, recurgind la memorie si la experientd, a tuturor succesiunilor de pasi pe care
cercetdtorul le-a intdlnit anterior si incercarea de a aplica aceste scheme in speranta
obtinerii formei finale dorite. Urmeazd publicarea rezultatului in acelasi formalism

unanim acceptat.

Pasii descrisi mai sus pot fi simulati de citre un calculator suficient de performant, in
care au fost addugate suficiente succesiuni de pasi astfel ca, mai mult sau mai putin
din intdmplare, acesta sd transforme sirurile-enunt in sirurile-solutie pentru anumite
categorii de probleme. Ceea ce lipseste in tot acest peisaj este intelegerea realitatilor
ce stau in spatele simbolurilor, vederea sensului ce nu poate fi cuprins in formalism. Si
nu mi refer aici doar la anumite obiecte si procese fizice modelate matematic, ci si la
unele descrieri, care, desi abstracte, tin totusi de acel tip de intuitie cu totul propriu

matematicii, aspect pe care il voi studia in detaliu mai jos.



Ce face ca matematica si fie umana?

Sau, mai exact, unde se afli contactul dintre simbolurile formale si lume? Réaspunsul
simplu si imediat este: in crearea axiomelor. In geometrie, ,o dreaptd e unic determinatd
de doud puncte distincte” e o axiomd pentru cd oamenii au avut de-a face cu obiecte ce
sunt lungi si subtiri si trec prin doud puncte — spre exemplu, un cablu intins intre doi
stalpi. De aici, matematica se ocupd formal de tot, nemaifiind nevoie de nicio

interventie pur umand, ci doar de manipuliri de simboluri ca cele descrise mai sus.

Riaspunsul simplu si imediat nu este insa si complet, deoarece acesta ignord faptul ci
mintea percepe obiectele matematice ca fiind realititi la limita dintre concret si
abstract, realititi ce actioneaza unele asupra altora intr-o ordine ce nu poate fi captati
de formalismul pur. Acestd perceptie a ordinii — care uneori uimeste prin frumusete —
se situeazd deja in registrul intuitiei care, fie si matematici, poate fi doar a unei

persoanc.

Voi ilustra la ce ma refer prin urmaitorul exemplu. Definitia formald a unei functii
continue este o insiruire de simboluri, pe care, pentru efectul pur ilustrativ, o voi

include aici:
(V)e > 0(3)6: > 0, Vy € (z — 0,z + 6.), |f(x) — f(y)| <e

Luata ca atare, aceastd definitie este greu de pitruns, deci si de manipulat in
rezolvarea de probleme. O schimbare de perspectivd, insd, ne permite si vedem
functia ca pe o curbd neintreruptd (continud) in plan. Astfel, definitia capiti o
interpretare geometricd, incd abstractd, dar usor manipulabild prin gindirea intuitiva.
Asocierea dintre functie si curba plani din imaginea de mai jos face ca anumite
afirmatii si fie evidente, fird formaliziri suplimentare. Aceste evidente preintimpini
calculul formal si il valideazid intuitiv. Spre exemplu, putem intui ,cu certitudine”
faptul cd, daci aceastd curbi se afld si de o parte si de alta a unei linii drepte, atunci ea
va intersecta acea linie (ca in figura de mai jos), fapt greu de dedus — daci nu

imposibil fird ajutorul intuitiei — prin calcul formal pornind de la definitia de mai sus.



O functie continud vazutd ca o curbd plani

Prin urmare, intuirea semnificatiei conceptului cu care lucrim conduce nu doar la
alegerea unor axiome potrivite, ci si la deducerea unor proprietiti pe care obiectul
seste evident ci le are”, fiind, de asemenea, sugeratd si metoda formali (succesiunea
de pasi) potriviti pentru demonstrarea riguroasi a rezultatului. In exemplul de mai
sus, ideea unei curbe neintrerupte determini, pe de o parte, definitia formald din
expresia simbolici si, pe de alti parte, conduce la intuirea si demonstrarea rezultatului
dorit, acela ci graficul functiei (curba) intersecteazi linia dreaptd. Astfel, intuitia nu

inlocuieste formalismul, dar il directioneazi si ii atribuie sens.

Diverse forme ale intuitiei — la intersectia dintre abstract si concret

Multe din formele intuitiei matematice tin de lumea fizicd, obiectele matematice fiind
modele pentru anumite fenomene dinamice sau transformiri (dilatiri, rotatii) ale
planului sau spatiului. Altele, precum exemplul curbei continue, sunt interpretiri
geometrice, reprezentiri grafice ale proprietitilor definitorii ale elementelor

matematice.



Existd, insd, si intuitii interne ale matematicii, mai complexe, date de interactiunea
reciprocd a elementelor matematice, care nu au corespondent imediat in lumea reala.
Acest al doilea tip de intuitii scot matematica din sfera empiricd, creind un limbaj
intuitiv propriu ei, care, desi contine multe analogii cu procese din realitate, se referd
totusi la interactiuni abstracte intre obiecte abstracte. Astfel, matematicianul nu este
un empirist, ci este o persoani care isi foloseste imaginatia pentru a-si crea un univers

coerent, abstract, in mintea sa, pe care apoi s il manipuleze cu ajutorul gandirii.

Un exemplu simplu ar fi cel al transformirilor planului (translatii, dilatiri etc.) care
actioneazd asupra formelor geometrice — obiecte abstracte ale gindirii — intr-o
manierd descriptibild prin cuvinte din limbajul uzual: O translatie deplaseaza un
triunghi intr-o anumitd directie. O rotatie invarte planul cu 30 de grade s.a. Cu toate
cd acest exemplu tine, mai degrabd, de intuitia fizicd a obiectelor matematice, el poate
da o idee despre limbajul intuitiv pur matematic care, cu toate cd foloseste cuvinte

uzuale, reprezinti realititi extrem de abstracte!.

Intuitia nu e acelasi lucru cu simtul comun

Toate beneficiile intuitiei, enuntate mai sus, ascund totusi in spate un pericol, acela al
evidentei fard demonstratie. Proceddnd doar intuitiv in cunoasterea matematici, ne
putem confrunta cu exact acele contradictii care au dus la consolidarea limbajului
formal si la impunerea rigorii ce caracterizeazd intreg edificiul matematic. Un
exemplu edificator este reprezentat de teoria numerelor cardinale, studiatd pe larg in
articolul Citeva intuitii matematice pentru notiuni teologice (partea I)
(https://www.syntopic.ro/cateva-intuitii-matematice-pentru-notiuni-teologice-

partea-i/). In cadrul acestei teorii, un prim paradox contrar intuitiei este faptul ca
multimea numerelor naturale {0,1,2,3,...} si multimea numerelor intregi
{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} au acelasi numir de elemente. Chiar dacd bunul simt ne
spune cd a doua multime trebuie si fie mai mare, o persoani familiard cu domeniul
are intuitia clard a egalitatii celor doud cantititi. In astfel de cazuri, rolul experientei si
a cunoasteri in profunzime a disciplinei studiate nu este acela de a oferi scheme de
gandire, ci de a rafina intuitiile, mintea cdpitind facultatea de a manipula corect in
modul intuitiv obiectele matematice cu care opereazi, sincronizind evidentele cu

rezultatele demonstrabile formal. Spre exemplu, pentru un matematician cu


https://www.syntopic.ro/cateva-intuitii-matematice-pentru-notiuni-teologice-partea-i/

experientd devine evident faptul cd numerele naturale sunt la fel de numeroase ca
numerele intregi, iar negarea acestui fapt se situeazd deja in sfera nonsensului — nu

doar formal, ci si intuitiv.

In final, in aceeasi manierd in care corpul fird suflet e mort, nu putem priva
matematica de componenta umani, intuitivd, de profunzime, astfel riméanand doar in
sfera formulelor formale. Pe de alti parte, o intuitie firi argumentare formali
riguroasd nu poate constitui cunoastere matematicd, formalismul fiind cel care sustine

si valideazd ultim rezultatele intuite.

NOTE

1. Pentru cititorul mai avansat, voi da astfel de exemple de intuitii abstracte: un
operator ce actioneaza asupra unei functii, o familie abstracti de multimi care
acopera o alti multime, un sir convergent sau o functie continua intr-un spatiu

topologic abstract. 1
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