DESPRE FRACTALI SAU CUM POATE
INFINITATEA SA AIBA LUNGIMEA ZERO
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Unele din cele mai fascinante constructii din matematica, nu doar prin complexitatea,
dar si prin frumusetea modelelor pe care le genereaza, sunt fractalii. Pe langa
multitudinea de aplicatii pe care acestia le au in domenii tehnice, ei sunt o provocare
pentru intelegerea notiunilor de dimensiune in matematica. Intuim deseori ce inseamna
ca o figura sa fie unidimensionala, bidimensionala sau tridimensionala, dar ce poate oare
insemna o dimensiune de 0.631 sau 1.2619? Mai mult, putem vedea cum diferite metode
de a defini dimensiunea (marimea, masura) unui obiect pot genera rezultate atat de
opuse precum O si infinit, in cazul aceluiasi fractal.

Marea majoritate a fractalilor sunt construiti cu asa-numita proprietate de
autosimilaritate, in sensul ca figura este formata din copii identice ale figurii initiale.
Aceasta proprietate o vom valorifica pentru a da o a cincea intuitie teologica, dupa cele
din articolele [4] si [5].

Multimea Cantor

Vom vorbi pentru inceput despre o constructie celebra, cu implicatii interesante atat in
domeniul matematicii, cat si sub aspectul ideilor (filozofice) pe care le poate genera.
Constructia a fost realizata prima data de catre matematicianul german Georg Cantor si
reprezinta unul dintre cele mai simple exemple de multime autosimilara sau fractal.

Constructia incepe prin considerarea unui segment de dreapta, pe care, pentru
simplitate, il vom presupune a avea capete 0 si 1. In continuare, impartim acest segment
in trei parti, urmand a elimina portiunea din mijloc. In Figura 1 de mai jos, e prezentata
multimea dupa doua iteratii. Mai intai, se elimina segmentul BC, apoi segmentele DE si
FG. Lungimea portiunii ramase este egala cu 4/9, adica (2/3)°.

Procedeul continua in acelasi mod: eliminam portiunile din mijloc ale fiecarui segment
din figura. La fiecare pas, lungimea totala a multimii rezultate este doua treimi din
lungimea de la pasul anterior si, prin urmare, dupa un numar de n pasi, lungimea totala
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va fi egala cu (2/3)". Cu cat facem mai multi pasi, aceasta lungime va fi din ce in ce mai
mica, apropiindu-se oricat de mult de 0.
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Figura 1

Numim multimea Cantor (notata K) rezultatul aplicarii procedeului de mai sus de o
infinitate de ori. Prin urmare, lungimea totala a multimii K este 0, deoarece trebuie sa
fie mai mica decat lungimea de la orice pas intermediar, aceasta din urma devenind
oricat de mica, pe masura ce aplicam pasii algoritmului.

Paradoxal insa, desi lungimea totala este 0, ramanem cu o infinitate de elemente in
urma eliminarilor succesive. Mai mult, elementele multimii K sunt tot atat de multe cat
cele din intreg intervalul initial [0,1]. Argumentul pentru aceasta afirmatie se bazeaza
pe scrierea numerelor in bazele de numeratie 2 si 3, demonstratia fiind redata mai jos in
anexa.

In continuare, vom prezenta o a treia metoda de definire a dimensiunii unor astfel de
figuri, metoda care determina titulatura de fractal a multimii K. Mai intai, insa, trebuie
sa Intelegem ce reprezinta conceptul de autosimilaritate (engl. self-similarity). Privind
din nou Figura 1, observam ca am fi putut aplica algoritmul plecand de la segmentul OB,
obtinand o copie mai mica a multimii K. Segmentul OB nu are nimic special in acest
sens, copii mai mici ale multimii K se pot obtine aplicand algoritmul pentru orice
segment component de la orice pas al constructiei. Prin urmare, multimea K este
aceeasi (doar contractata) in fiecare parte componenta, fiind numita autosimilara.

In legatura cu aceastd proprietate, putem defini conceptul de dimensiune
Hausdorff-Besicovitch (notiune mai generala, dar usor de definit in contextul figurilor
autosimilare, a se vedea [1]), concept ce caracterizeaza (intr-o anumita masura) ceea ce



uzual numim obiecte unidimensionale, bidimensionale si tridimensionale, in maniera ce
o vom descrie in paragraful urmator.

Sa consideram un patrat in plan si o copie de 3 ori mai mica a acestuia (Figura 2).
Numarul necesar de patrate mici care sa acopere patratul mare este 9=3°. Puterea 2
care apare da dimensiunea Hausdorff-Besicovitch a patratului. Evident, puteam
contracta figura de 4 sau 5 ori, spre exemplu, obtinand acoperiri cu 16=4° sau
25=5" patratele, puterea 2 fiind independenta de coeficientul de contractare.
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Figura 2

Pentru multimile autosimilare cum este K putem aplica aceeasi procedura. Observam ca
segmentul OB se obtine prin contractarea de 3 ori a segmentului initial OA, deci copia
multimii K aferenta segmentului OB este contractia de 3 ori a multimii K. Similar, copia
aferenta segmentului CA este tot o contractie de 3 ori a multimii K, iar cele doua copii
acopera toata multimea Cantor K. Prin urmare, avem nevoie de doua copii la scara 1:3
ale lui K pentru a acoperi toata multimea K. Formula de mai sus ne spune ca
dimensiunea Hausdorff-Besicovitch d a multimii K satisface relatia 3‘=2. Acest
numar d este notat log,2 si este egal aproximativ cu 0.631. Prin urmare, dimensiunea
Hausdorff-Besicovitch a multimii K nu este un numar intreg, este o fractie zecimala
(infinita), de unde denumirea de fractal.

Fulgul de zapada al lui Koch

Urmatorul exemplu de fractal a fost pus in evidenta in 1904 de matematicianul suedez



Helge von Koch. Figura e construita in plan, dupa urmatoarea regula: se considera
triunghiul echilateral ABC iar fiecare latura se imparte in trei segmente. Pornind de la
segmentele din mijlocul celor trei laturi, se construiesc in exterior alte trei triunghiuri
echilaterale, apoi procedura se continua cu fiecare segment obtinut pe conturul exterior
(Figura 3). Dupa aplicarea de o infinitate de ori a algoritmului, obtinem o figura plana

asemanatoare unui fulg de zapada (Figura 4).

Figura 3




Figura 4, sursa [2]

Pentru a fi rigurosi in afirmarea autosimilaritatii Fulgului de zapada Koch trebuie sa ne
restrangem la a porni de la un segment, si nu de la un triunghi echilateral; spre
exemplu, vom considera doar partea de sus a Figurii 3, anume constructia bazata pe
segmentul AB. In acest caz, figura va fi formatd din copii exacte la scara, construite
incepand de la segmente mai mici, precum JD, PR etc.

Faptul ca se aplica o infinitate de pasi ne scuteste de a avea segmente mici
,heprocesate” (pentru care impartirea si constructia triunghiului central nu au avut loc),
care ar strica autosimilaritatea.

Putem aplica acelasi procedeu ca in cazul multimii Cantor pentru a determina
dimensiunea Hausdorff-Besicovitch a portiunii autosimilare a fulgului de zapada cu
baza pe AB. Astfel, daca ne uitam la constructiile obtinute din aplicarea algoritmului (de
o infinitate de ori, desigur) pentru segmentele BE, EJ, JD si DA, ele vor fi patru copii
contractate la scara 1:3 a figurii initiale. Prin urmare, formula 3°=4 (unde 3 este
coeficientul de contractie si 4 este numarul de copii necesare pentru a acoperi portinuea
din figura cu baza pe AB) ne conduce la a afirma ca dimensiunea cautata este log,4,
aproximativ 1.2619.

Remarcam ca in fiecare din cele doua cazuri considerate, dimensiunea
Hausdorff-Besicovitch s-a dovedit a fi mai mica decat dimensiunea spatiului ambiant:
dreapta (unidimensionala) si planul (bidimensional).

Alte proprietati interesante (a se consulta [2] pentru detalii) ale Fulgului de zapada Koch
sunt faptul ca acesta are arie finita si perimetru infinit. Pentru mai multe exemple de
fractali, impreuna cu dimensiunile Hausdorff-Besicovitch aferente, se poate consulta
resursa [3].

A cincea intuitie teologica

In finalul articolului, voi Incerca sd sugerez o legatura Intre conceptul de
autosimilaritate si o notiune teologica. In acest scop, voi da o altd modalitate in care
putem formula proprietatea de autosimilaritate a fractalilor: Multimea se gaseste
intreaga in oricare parte a ei. Acest fapt ma duce cu gandul la consideratiile
dogmatice cu privire la Trupul Euharistic al Lui Iisus Hristos, despre care se afirma:

Se frange si Se imparte Mielul lui Dumnezeu, Cel ce Se sfarama si nu Se desparte,
Cel ce se mananca pururea si niciodata nu Se sfarseste (...) [6]

Chiar daca in aceasta formulare nu este atat de evidenta intuitia legata de
autosimilaritate, explicatia din [7] a Parintelui Profesor Dumitru Staniloae este



graitoare:

Dupa prefacerea elementelor, Domnul este prezent in Euharistie, intreg, nu numai sub
fiecare din cele doua chipuri ale painii si vinului, ci si in fiecare particica din ele. [7,
pag. 69]

Invatatura ca intregul Hristos este in Euharistie si pretutindenea, ca Trupul si Sangele
Domnului sunt neilmpartite, iar impartirea si pluralitatea priveste chipurile painii si
vinului este statornic afirmata de Sfanta Traditie. Patriarhul Eutihie al
Constantinopolului (in Cuvant despre Pasti) spune : «Se primeste intreg Sfantul Trup si
Sange al Domnului, chiar daca se primeste numai o parte din acelea (paine si vin);
caci se imparte neimpartit in toate pentru amestec». [7, pag. 71]

Hristos inca inainte de impartirea chipurilor este prezent intreg in fiecare parte a
lor, fara ca sa fie mai multi Hristosi, cum e sufletul in toate partile trupului. [7, pag. 71]

Concluzie

Acestea fiind spuse, observam pluralitatea notiunii de dimensiune, masura, data de
faptul ca un spatiu aproape gol (i.e. multimea Cantor) poate adaposti o infinitate de
obiecte. Doar modul de masurare este cel care face distinctia intre mare si mic, desi
toate cele trei modalitati de evaluare a marimii sunt la fel de valide intuitiv in cazuri
simple. Aceeasi diferenta de viziune o regasim si la Fulgul de zapada Koch, unde un
perimetru infinit adaposteste o arie finita. Este Fulgul de zapada infinit sau nu? Este
multimea Cantor infinita sau nula? Poate infinitul sa fie nul? Raspunsul este: depinde
cum privim lucrurile.

Pe un alt plan, notiunea de autosimilaritate si cea de dimensiune fractionara reprezinta
o dovada in plus a faptului ca nu tot ceea ce pare la prima vedere ilogic este necesar
fals, aici incadrandu-se inclusiv conceptele teologice greu de perceput.

Anexa (mai tehnica)

Prezentam in continuare schita demonstratiei faptului ca multimea K si intervalul [0,1]
au acelasi numar de elemente. Pentru cititorul nefamiliarizat cu notiunea de numar
cardinal, recomandam citirea primei parti a articolului [4] inainte de parcurgerea
demonstratiei ce urmeaza.

Numerele din intervalul [0,1) se pot scrie sub forma de numere ,cu virgula” in modul
uzual in baza 10 - scriere zecimala - dar si in alte baze (ne intereseaza 2 - scriere binara
- si 3 - scriere ternara) dupa cum urmeaza:

Numarul 0,5 in baza zece (uzuala) reprezinta o jumatate, adica fractia 1/2. De fapt,
scrierea zecimala 0,5 codifica faptul ca ne referim la 5 parti din 10, adica o jumatate
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sau, cu alte cuvinte, o parte din doua. Scrierea in baza 2 a acestui numar este astfel 0,1
(o parte din doua - prin analogie cu 5 parti din 10, cifra de dupa virgula aratand cate
parti din cantitatea cuantificata de baza avem).

Mai departe, numarul 0,25 reprezinta 25 de parti din 100=10% adica o patrime, o parte
din 4=2°. Prin urmare, scrierea in baza 2 a acestui numar este 0,01 (01 parti din 2%). Un
ultim exemplu este cel al lui 0,11 in baza 2, ce poate fi exprimat ca suma dintre 0,1 si
0,01 (binare). De mai sus, suma aceasta in scriere zecimala este 0,5+0,25=0,75 (trei
sferturi).

Remarcam ca in scrierea binara (in baza 2) avem doar cifre de 0 si 1. Prin analogie,
putem defini scrierea in baza 3, folosind cifrele 1 si 2. Sa luam spre exemplu numarul
0,12 in baza 3. Acesta este suma intre 0,1 si 0,02 (ternare), ce se traduce prin 0,3=0
parte din trei + 0,02=doué parti din noud. In final, numarul 0,12 ternar codifica 5 parti
din 9 (nu uitam ca o parte din 3 este acelasi lucru cu 3 parti din 9, deci, in total, avem 3
parti din 9 plus doua parti din noud). In formé& zecimala, vom avea scrierea 0,5555555...
cu o infinitate de cifre de 5 (doar impartiti 5 la 9 pe orice calculator de buzunar pentru a
vedea rezultatul).

Mai ramane doar sa observam faptul ca numerele excluse la constructia lui K sunt exact
cele care nu contin cifra 1 in scrierea ternara. Spre exemplu, primul interval eliminat
[1/3,2/3] contine numere ce au prima cifra 1 dupa virgula in baza 3. Numerele din
intervalele eliminate DE si FG (Figura 1) au cea de-a doua cifra egala cu 1. In final,
multimea K va avea doar numere scrise cu cifrele 0 si 2 in baza 3.

Cu aceste informatii in minte, putem construi corespondenta bijectiva dintre multimea
Cantor si intervalul [0,1].

Pentru fiecare numar din K, inlocuim cifra 2 din scrierea in baza 3 cu cifra 1 si
consideram rezultatul in baza 2. Spre exemplu, numarul ternar 0,2002=2/3+2/(3*) va fi
asociat cu 0,1001=1/2+1/(2*) binar. Din cele de mai sus, deducem ca aceasta
corespondenta este bijectiva, deci multimile au acelasi numar de elemente.
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