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In domeniile care presupun modelarea matematica a unor fenomene, rezultatul ideal
pentru un cercetator este o relatie matematica simpla din care sa poata obtine marimile
de interes. Nu prea conteaza in economia discutiei care sunt aceste marimi, caci
formalismul matematic transforma problema intr-una abstracta. De aceea, toata
greutatea apasa pe termenul ,simplu”, care este mult mai greu de definit decat pare.

Asocierile imediate pe care le facem cand ne gandim la simplitate sunt, cel mai adesea,
restrictive din punctul de vedere al analizei unui model matematic. Pentru ca simplitatea
poate implica despre un model ca nu este complex, ca nu este complicat sau ca nu este
nici complex, nici complicat. Daca expunerea de pana acum nu induce suficient de tare
in ceata, trebuie sa spunem ca nici termenii ,complex” si ,complicat” nu sunt neaparat
definiti riguros.

Inainte de a discuta despre termenii acestia in acceptiunea pe care le-am dat-o in acest
text, atrag atentia ca delimitarile mele nu sunt neaparat uzuale si ca au fost facute
pentru a evidentia anumite idei. Pentru complexitatea sistemelor s-au oferit tot felul de
criterii si clasificari. Evadarea acestor termeni din jargonul stiintelor exacte si
patrunderea lor in zona afacerilor sau a gandirii strategice aduce un deserviciu
demersurilor de sistematizare a definitiilor. De multe ori, se considera ca un sistem
complicat este in principiu determinabil, dificultatile fiind exclusiv de natura practica'.
Exemplele care urmeaza elucideaza in buna méasura principalele asemenea dificultati. In
ceea ce priveste complexitatea, nici macar posibilitatea elaborarii unei definitii nu este
unanim acceptata. Uneori se pleaca de la ideea ca sistemele complexe merg cu un pas
mai departe de sistemele complicate, in sensul in care nu se mai poate determina in
principiu evolutia lor.

Vom prezenta insa pe parcursul acestui text exemple de sisteme complexe care, printr-o
tratare matematica adecvata, ajung sa aiba descrieri simple, adica nici macar
complicate. Bineinteles, este posibila si o descriere simpla a unor sisteme complicate.
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Problema este una de metoda, in sensul in care diferite tehnici matematice, carora le
putem gasi tot felul de semnificatii, pot fi folosite in functie de forma concreta a
sistemului in discutie. In text, termenii ~complex” si ,,complicat” vor fi introdusi oarecum
naiv. In esentd, desi aceastd explicatie este evident nesatisfacdtoare, In sistemele
complexe apar anumite comportamente de ansamblu, rezultate din interactiunea
componentelor sistemului’.

Sa ne imaginam un joc de biliard in care un jucator sparge violent pachetul de bile.
Miscarea bilelor pana la oprire poate fi considerata complicata? Probabil ca primul
instinct ar fi sa raspundem afirmativ la aceasta intrebare. Pot insa oferi un argument
simplu pentru a reconsidera raspunsul: exista o puzderie de jocuri video care simuleaza
biliardul. Cu alte cuvinte, respectiva miscare nu este chiar atat de complicata incat sa nu
poata fi simulata (si inca destul de usor). Ramane doar sa decidem in privinta
complexitatii. Aici putem rationa astfel: ce trebuie sa stim (noi sau jocul video) pentru a
prezice cu acuratete rezultatul lovirii? Remarcam cum ne ajunge sa cunoastem -
referindu-ne la marimile fizice implicate - pozitia initiala a bilelor, punctul in care lovim
bila alba cu tacul, viteza pe care o imprimam la lovire si cativa parametri ai sistemului:
frecari, pierderi de energie la ciocnirea bilelor intre ele sau cu manta etc. Parametrii
acestia sunt numerosi, insa nu astfel incat sa puna probleme serioase. Mai mult decat
atat, caracterul liniar al legilor mecanicii ne asigura ca din interactiunea partilor
sistemului nu vor rezulta termeni noi in ecuatii. Altfel spus, ciocnirea a doua bile nu
afecteaza direct o a treia bila izolata de primele doua. Vom reveni la liniaritate in partea
finala a textului.

Daca jocul de biliard nu este nici simplu, nici complicat, sa trecem la nivelul urmator:
gazul dintr-o incapere izolata. Particulele ce alcatuiesc gazul sunt extrem de numeroase:
intr-un metru cub de gaz sunt mai multe particule decat varsta Universului exprimata in
secunde. Totusi, legile pe care le respecta sunt aceleasi ca la jocul de biliard. Sistemul
nu este complex, insa cu siguranta este complicat. Mult prea complicat pentru a fi
simulat pe computer. Sa fie acesta un etalon pentru sarcinile cu adevarat complicate? In
practica, desigur ca atunci cand nu putem simula ceva pe computer, vom cauta o
metodd sa obtinem altcumva informatii despre sistemul studiat. Insa alegerea unui
computer (instrument de putere crescanda de la an la an) drept etalon este un criteriu
nesatisfacator atat pentru un matematician, cat si pentru un filosof.

O solutie la aceasta problema presupune sa nu mai descriem propriu-zis sistemul ca un
ansamblu de particule care se misca intr-o incapere izolata. Putem la fel de bine
considera ca fiecare particula se misca intr-un spatiu hexadimensional. Trei dimensiuni
sunt reprezentate de coordonatele in cele trei directii ale spatiului, iar celelalte trei, de
vitezele in respectivele directii. Acest spatiu se cheama spatiul configuratiilor. Daca nu
ne intereseaza decat coordonatele particulelor, putem sa ne multumim cu spatiul
fazelor, care cuprinde coordonatele de pozitie independente de care avem nevoie. De



exemplu, daca studiem orbita unei planete in jurul Soarelui, ne trebuie - intr-un model
simplu - distanta Soare-planeta si unghiul facut de dreapta ce le uneste cu o anume
dreapta de referinta. Altfel spus, planeta poate fi considerata ca miscandu-se intr-un
spatiu in care una dintre dimensiuni este de fapt un unghi.

Revenind la ansamblul de particule, putem calcula dimensiunea unuia dintre aceste
spatii pentru intregul sistem. Rezultatul enorm ne convinge ca este intr-adevar
complicat de descris acest sistem: sunt foarte multe ecuatii, care vor da foarte multe
raspunsuri: la ce bun daca particulele sunt echivalente intre ele? Din asemenea
considerente, o incinta inchisa care contine un gaz poate fi descrisa intr-un spatiu al
fazelor cu numai doi parametri: presiunea si temperatura. Aceasta simplificare se
bazeaza pe echivalenta statistica a particulelor care alcatuiesc gazul si este avantajoasa
tocmai pentru ca nu ne intereseaza sa stim mai mult de atat. Caracterul complicat a fost
eliminat cu desavarsire.

O intrebare suplimentara suna astfel: este miscarea bilelor de biliard haotica? Desi avem
de a face cu un model determinist (cunoasterea starii initiale garanteaza cunoasterea
oricarei stari viitoare), raspunsul este afirmativ: argumentul pleaca de la diferenta
enorma pe care o provoaca orice schimbare a conditiilor initiale (viteza si directia bilei
albe). Iar cum repetarea perfecta in practica a unor conditii initiale identice este
imposibila chiar si in jocurile video, trebuie sa ne asteptam ca si rezultatele sa se
schimbe semnificativ de la o simulare la alta. Dar daca am juca un joc video in care am
scrie valoarea fiecarui parametru, avand deci un control total, rezultatul fiecarei
simulari ar fi identic.

Modelarea matematica cauta simplitatea prin diverse tehnici. Am prezentat deja analiza
statistica a unui sistem. O alta tehnica o reprezinta neglijarea acelor parametri care sunt
nesemnificativi pentru un anume tip de analizd®. De exemplu, orice obiect atdrnat de o
funie este un caz particular al pendulului lui Foucault (experimentul din Pantheonul din
Paris). Insd cum precesia completd a unui asemenea pendul dureazd mai mult de o zi, o
analiza pe durata a cateva secunde (cat dureaza ca oscilatia sa se amortizeze) o poate
ignora cu succes. Desigur, aceasta forma de simplificare nu este nici pe departe cea mai
relevanta cucerire stiintifica. Degeaba reducem numarul dimensiunilor asociate unui
sistem complex daca nu stim sa tratam complexitatea sa in sine.

Din fericire, avem instrumente inclusiv la acest nivel. Sa luam aici ca exemplu problema
miscarilor planetelor in jurul Soarelui. In cazul cel mai simplu, in care interactiunea se
produce numai intre planetd si Soare, traiectoriile (orbitele) sunt eliptice. In realitate,
influenta gravitationala a altor corpuri, precum este planeta Jupiter (cea mai masiva
planeta), altereaza miscarea eliptica. Desi putem simula computerizat aceste
interactiuni (lucru altminteri destul de complicat din punct de vedere computational®), s-
au cautat solutii analitice pentru problemele de acest tip. Mai intai s-a decis eliminarea



acelor influente gravitationale care sunt mai mici decat eroarea maxima pe care o
admitem in predictiile noastre. Apoi, si in acest punct intervine elementul prin care
gestionam complexitatea, s-au separat evolutiile sistemului in doua scari de timp. Prima
se refera la miscarea planetei pe orbita si are o perioada scurta (un an), respectiv o
frecventa mare. A doua vizeaza schimbarea in timp a parametrilor orbitei (distanta
medie Soare-planeta, de pilda) si are o perioada mult mai mare (poate zeci sau sute de
mii de ani), respectiv o frecventa mult mai mica.

Astfel pusa problema, prin considerarea unei medii a evolutiei determinate de frecventa
mare, putem scrie niste ecuatii care sa descrie evolutia sistemului pe frecventa mica,
aceea care ne intereseaza de fapt. Asemenea instrumente matematice i-au permis lui
Pierre Simon de Laplace sa propuna explicatii pentru insasi stabilitatea sistemului solar,
pe care Newton o pusese pe seama interventiei constante a lui Dumnezeu®. In aceasta
cheie trebuie citit si legendarul dialog dintre Napoleon si Laplace, in care cel din urma
spunea ca nu a avut nevoie de ipoteza Divinitatii in al sau Traité de mécanique céleste.
Un alt element explicat de Laplace este existenta unor rapoarte surprinzatoare intre
perioadele orbitale ale unor sateliti sau planete. Desi ne-am putea astepta ca impartind
perioadele principalilor sateliti ai lui Jupiter intre ele sa obtinem numere fara nicio
semnificatie, remarcam cum suntem extrem de aproape de rapoarte de numere
naturale. Pentru lunile Io, Europa si Ganymede raportul aproximativ este 1:2:4.
Asemenea rapoarte cauzeaza lipsa anumitor inele in jurul lui Saturn, fapt usor de
observat in fotografii.

Semnificatia acestui fenomen, denumit generic rezonanta orbitala, este de nastere a
ordinii in acest sistem complex. Fenomenul este caracteristic si multor alte sisteme, insa
am preferat sa ofer un exemplu concret in locul expunerii teoretice relativ anevoioase.
Se poate intrucatva spune ca armonia aristotelica a sferelor isi gaseste un corespondent
si o motivatie in astrofizica moderna®. Revenind la discutia despre metodéa, vedem cum,
dintr-un sistem in care cel mult puteam simula cum toata lumea ,trage” (prin atractia
gravitationala) de toata lumea, am reusit sa surprindem tendinte de autoorganizare care
nu submineaza in niciun caz caracterul complex al sistemului. Altfel spus, am reusit sa
gasim o forma de complexitate pe care o putem face sa nu fie complicata.

O cauza frecventa pentru complexitate o constituie neliniaritatea anumitor ecuatii
diferentiale, adica aparitia unor puteri mai mari decat 1 a necunoscutelor. Dificultatea
comparativa a acestor tipuri de ecuatii apare din caracterul nesuperpozabil al solutiilor
lor. In acest caz, suma a doua solutii ale ecuatiei nu este, la randul ei, solutie a ecuatiei.
Ecuatiile mecanicii clasice, pe de alta parte, sunt superpozabile: miscarea perturbata a
unei planete in jurul Soarelui se compune dintr-o miscare neperturbata si un termen
care caracterizeaza perturbatiile. Aceasta inlocuire nu mai functioneaza asa usor la o
ecuatie neliniara. In plus, ecuatiile neliniare depind intr-unele cazuri foarte puternic de
conditiile initiale. In alte cazuri, acestea au niste comportamente foarte interesante in



spatiul fazelor, in care traiectoria sistemului poate sa orbiteze in jurul unui punct de
stabilitate. Acest tip de sisteme complexe se dezvaluie ca avand o noima interna atunci
cand este folosita o metoda optima de studiu. Iar cautarea acestora este un efort
permanent care antreneaza foarte multi cercetatori.

Pentru ca nu este fezabil sa studiem propriu-zis asemenea sisteme, ma voi limita la un
exemplu in care matematica poate sa arate niste concluzii ,de bun-simt“. Pentru un
sistem care modeleaza interactiunea dintre prada si pradator intr-un areal’, spatiul
fazelor - adica spatiul marimilor de interes - contine numarul exemplarelor de prada,
respectiv de pradator. Asezand intr-un grafic punctele corespunzand acestor numere la
diferite momente de timp, obtinem niste orbite ce au ca centru tocmai punctul de
echilibru al sistemului, adica punctul in care si prada, si pradatorul isi mentin populatia
constanta. Existenta unui asemenea punct este de asteptat, la fel cum este de asteptat
existenta unor orbite stabile, adica a unor evolutii in care nu dispar nici prada, nici
pradatorul. Evident, modelul este o idealizare grosolana (considera o singura prada
pentru un singur pradator, alaturi de alte presupuneri), dar concluziile matematice se
suprapun cu observatiile elementare pe care le putem face in natura.

Acest articol nu face decat sa atinga cateva dintre problemele de fizica si matematica
aplicata in care cunoasterea unui numar mare de metode este de ajutor. Dincolo de
popularizarea explicita a anumitor teorii stiintifice sau a unor modele in sine, cred ca si
metodele concrete de lucru ale stiintei merita sa fie expuse public. Caci activitatea unui
cercetator intr-unul dintre aceste domenii implica - in felul sau temperat de ratiune si
sistematizare - o anume doza de creativitate.

NOTE

1. Trebuie tinut cont ca terminologia de specialitate provine din limba engleza, unde
exista particularitati de uz intrucatva diferite pentru complicated. De asemenea, mai
exista si termenul complicatedness, care ar putea desemna cat de complicat este un
sistem, inclusiv printr-o descriere matematica. Acestui termen nu-i gasim insa un
corespondent uzual in limba romana, ceea ce ingreuneaza demersul adaptarii
terminologiei. 1

2. Pe parcursul acestui paragraf m-am referit la descrierile simple dintr-o perspectiva
pragmatica, a comoditatii utilizarii, tocmai deoarece nu avem nicio definitie pentru
simplitate (si nici nu putem avea in absenta unei definitii pentru complexitate). Doua
tratari accesibile si de ansamblu ale subiectului sunt disponibile la Herbert A. Simon -
How Complex are Complex Systems?, articol disponibil la How Complex are Complex
Systems? on JSTOR si la James Ladyman si Karoline Wiesner - What Is a Complex
System?, Yale University Press, 2020. T
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3. Neglijarea in fizica nu trebuie asimilata unei omisiuni. Mai degraba avem de a face
cu abilitatea de a distinge semnificativul intr-un ansamblu de marimi. Din acest motiv,
neglijarile se fac pur circumstantial si avand la dispozitie posibilitatea matematica de
a estima eroarea pe care acestea o introduc. 1

4. Dar, spre deosebire de cazul particulelor unui gaz, nici pe departe imposibil. Intr-un
computer obisnuit, procesorul grafic este cel in responsabilitatea caruia revin sarcinile
de acest tip. Astfel, unul dintre testele efectuate pentru compararea diferitelor modele
presupune tocmai asemenea simulari (cunoscute in limbajul de specialitate ca N-body
simulations). T

5. Bineinteles, lucrarile lui Laplace nu sunt decat baza tentativelor de a explica
dinamica sistemului solar. Astazi se admite in general ca sistemul solar este la limita
dintre stabilitate si haos, insa scara de timp la care s-ar manifesta acest comportament
este de ordinul de marime al vietii Soarelui. Simplu spus, din cauza imbatranirii
Soarelui, sistemul solar isi va inceta existenta in forma actuala inainte de a se
manifesta eventuala sa instabilitate. O trecere in revista a problemei este realizata de
Renu Malhotra, Matthew Holman si Takashi Ito in Chaos and stability of the solar
system, disponibil la Chaos and stability of the solar system | PNAS. 1

6. Mai exista si alte exemple de organizare in sistemul solar. O trecere in revista a
acestora este facuta de Nicola Scafetta in The complex planetary synchronization
structure of the solar system, articol disponibil la 1405.0193.pdf (arxiv.org). 1

7. Un asemenea sistem este descris de ecuatiile Lotka-Volterra. Aceste ecuatii descriu
si multe alte sisteme decat cele trofice, dar continua sa fie asociate cu scopul care le-a
consacrat. Ca idee cronologica, aceste ecuatii au inceput sa fie studiate in perioada
1910-1925, cu aproximatie. T
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